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Forslag till 16sningar:

1. Fyra av de fem punkterna P = (1,1,0), P, = (3,2,—1), P; =

(715071% P4 = (*3,*1,4) och

Ps = (5,3, —2) ligger pa linjen L. Vilken av punkterna ligger inte pa L?
2
R —_
Vi bildar vektorerna P P> = ( 1), PiP; =

—2 —4 4
-1, PiPy=|—-2]| och P\Ps = 2 |, och konstaterar
—1 1 4 —2

att medan P1Ps = —P1 P> och P1Ps = 2P, P>, ar P; P, inte parallell med de andra vektorerna. Det &r alltsa
P, som inte ligger pa linjen.

Lésning:

. Ar vektorerna v, = , U3 = och vy = linjart beroende?

W w o~
_ O = =
W W = =

Losning:
Vektorerna &r linjart beroende om och endast om en determinant med dessa som kolonner ar lika med 0.

-1 + -1 +
31 1
4 4 1o Utv. (4 1 1| Utv.
3 01 1 3 01 1 4 1
- = o 3 = 3 =34-2)=6
0303 0300 kol. 4 |2 3 1| rad.2 21
2 3 1 3 2 3 1 0 ’ ’

Vektorerna &r alltsa linjért oberoende.

. Los matrisekvationen A(B' + CX) = B, dir A = <_§ _D, B= <f ?) och C' = <_§ _g)

Lésning:
AB'+CX)=B& AB'+ ACX =B+ ACX =B - AB' &
wmvee-a () () (6 D)-C )6 )

(G D6 )= 6 -
SR

(a) Visa att linjerna

x 2 1 T 1 2
Ly y| = 11+t —-1] ochLy: [y ]| = 2]+t 2
z -3 1 z —4 -1

skir varandra och bestdm deras skidrningspunkt.
Losning:
Vi sétter (med olika parametrar) respektive koordinater lika och far ekvationssystemet:

2 + &= 1 + 2 - 2 = -1
1 - t1 = 2 4+ 2t & —t1 = 2t = 1 < =
-3 + t = -4 - to t1 + to = —1
t1 — 20 = —1 _
& - Ay = 0 & { zl 0 !
3ty =0 =

Insdttning i linjernas ekvationer ger att linjerna skir varandra i punkten (1,2, —4).

(2p)

(2p)
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(b) Under vilken vinkel skér linjerna varandra?
Losning:
Vinkeln o mellan linjerna &r lika med vinkeln mellan deras riktningsvektorer, dvs

1 2
—1|e 2
cosa = ! ! _2m2ml fiﬁa—arccosf—
VE+T+12V22+ 22412 V33 3V3 3V3
(c) Linjerna L; och Ls ligger i planet II. Visa att linjen
T 3 —1
L3 N Yy = 2 + t *3
z 1 2
ar parallell med II och bestdm avstandet mellan L3 och II.
Losning:
Planets normalvektor n &r ortogonal mot bada linjernas riktningsvektorer, dvs
1 2 —1
n=|-1]x 2| = 3
1 -1 4
-1 -1
Eftersom | -3 | e 3| =1-9+48 = 0 ar La:s riktningsvektor ortogonal mot n och L3 alltsa parallell
2 4
med II.
3—-2 1
Lat w vara en vektor mellan II och Ls, t.ex u = 2—1 = | 1]. Avstdndet mellan L3 och II blir
1—(-3) 4
da lika med ldngden av u:s projektion pa n, dvs
1 -1
1] e 3
‘ uen ‘ |uemn| 4 4 18
n|= = = —

In|  VIZ¥32+4 V26

n|?

5. Finns det nagot viarde pa konstanten a for vilket ekvationssystemet

r + 2y + az = 2a
x + 3y + 20z = 12
2c 4+ ay + 8z = 16

saknar 16sning?

Lésning:

Enligt huvudsatsen uppkommer specialfall (ingen 16sning eller parameterlosning) da och endast da determi-
nanten av vinsterledets koefficientmatris ar 0.

2 +
1 2 1 2 Ut
a - — V.
13 20| - = i4 8:12 = £4 ag2' —(a—4)(a+2)=0
2 a 8 + kol. 1 a a @

Vi behover alltsé undersoka fallen a = 4 och a = —

1 2 4 F—z 1 2
a=4: 1 3 8 0 1
2 4 8 0 0
1 2 —2|-4 F—z 1 2 —2|-4 1 2 —2| -4
a=-2: 11 3 —4| 12 ~1o 1 —2]16 |[6] ~[0 1 —2| 16
2 —2 8| 16 0 —6 0 0

12| 24 )+

418
4|4 | = parameterlosning
0]0

Svar: Losning saknas da a = —2.

(1p)

(2p)

(3p)
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x
. En linjéir avbildning avbildar rummets (R3:s) punkter genom att projicera dem pé planet | y | =
z
—1 0
t1 41 41ty | 1]. Bestdm avbildningsmatrisen for denna avbildning.
2 1
Lésning:

Vi bestdmmer forst planets normalvektor n:

-1 0
n= 41 x (1] = 1
2 1 —1
T
For en godtycklig vektor u = [ y | géller da att
z
x 2
y|e 1
T 2 T 2
z -1 _
n| z -1 z -1
1 6x dx 4+ 2y — 2z 1 2x — 2y + 2z 2 =2 2 x
=35 6y | — | 22+y—= =5 —2rx+5y+ 2 =35 —2 5 1 yl,
62 —2r—-—y+=z 2z +y+ 5z 2 1 5 z

Tt =N

1 2 -2
avbildningsmatrisen ar — | —2 5
6\ 2 1

(3p)
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3 -2 2
7. Diagonalisera matrisen A = | 1 0 2|, dvsbestdm in inverterbar matris P och en diagonalmatris
1 -1 3
D saatt D= P~ 1AP. (3p)
Lésning:
3 -2 2 3-X2 -2 2
A={1 0 2|, A== 1 —x 2
1 -1 3 1 -1 3-2x
1 +
— 3
1 +
1
33—\ =2 2 3—A —2 3-2A -1 -1 3—A -2 3-A Utv.
Egenvérden: 1 —A 2 =| 1 e j+ =|A=-2 2—-A 0 =
1 -1 3-2) 1 -1 3-2) J+ A-2 1 0 | kol3
1 +
3
=3 )\))\_2 2-A =(3 )\))\_2 0 =3B-MNA-2(A=1)=0
B A-2 1 A—2 A—1] B
M=3 A=2 Ng=1
Egenvektorer:
_ _ _ _1
0 -2 2]0 0 -2 2]0 v - -~ 0
A=3:11 -3 2|0 |-« ~| 0 -2 270 <:>x7 — 0
1 -1 0|0 1 -1 0]0 Y -
=1 T 1
& y=t & |y|=t|1
z=t z 1
1 -2 210 1 -2 2]0 B
A=2:( 1 -2 2|0 ~0000©{x_29f2§:8@
1 -1 1]0 0 1 -1]0 Y -
z=0 x 0
S y=t |yl =t|1
z = z 1
2 =2 210 0 0 =210
)\:1:1—120ﬁ<—‘~0000<:>{x 132:8‘:’
1 -1 2|0 1 -1 2|0 4 -
T T 1
S y=t S|yl =t|1
z=0 z 0
1 0 1
Eftersom egenvektorer horande till skilda egenvérden &r linjart oberoende kan visdtta P= |1 1 1] och
1 1 0

3 00
D=10 2 0
0 0 1
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8. Lat ey, ey, e3 vara standardbasen i R3. Visa forst att vektorerna

1 3
/o ! !
ee=1|1],e5=10]|,e5=1(2
0 1
dr en annan bas i R? och skriv sedan vektorn u = 4e; — e3 i basen €}, €}, . (3p)

Lésning:
Vektorerna bildar en bas om de ar linjart oberoende vilket vi undersdker med hjilp av en determinantbe-
rakning:

dvs, vektorerna bildar en bas.

Antag att u = ci1e] + caeh + czely. Det foljer:

2 1 3 4 2c1 + ¢ + 3c3 = 4 c1 =2
ci1 1] +e2|O0) +c3|2] = 0] & C1 + 2c3 = 0 & =3
0 0 1 —1 C3 = 1 C3 = —1
2
Svar: u = 2e} + 3e, — ef, dvs u = 3 | i basen e’ ehes.
—1
9. Striackan AB ar diameter i en cirkel med medelpunkt M. Punkten C' ligger pa cirkelns rand. Visa
— —
med vektorrakningar att vektorerna AC' och BC' &r ortogonala. (2p)
Losning:

—_ — —_— —
Vi utnyttjar att BM = —AM och att ‘AM‘ - ‘MC" och far:

—_— — —_— — —_— — —_— — _— —

AC o BC = (AM + MC) o (BM + MC) = (AM + MC) o (—AM + MC) =
_— — —_— — —12 —|2
:MC-MC—AM.AM:‘MC’ —‘AM -0,

— —_
dvs AC och BC é&r ortogonala.

C



